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2022 年猿辅导高考数学模拟试卷（理）

⼀、选择题。（共60分）
本题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分。在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的。

3cf0943555b8048197ab7097a407c3b6

1. 设集合 𝐴 = {−1, 0, 1}，𝐵 = {1, 3, 5}，𝐶 = {0, 2, 4}，则 (𝐴∩𝐵)∪𝐶 =（ ）

A. {0} B. {0, 1, 3, 5} C. {0, 1, 2, 4} D. {0, 2, 3, 4}

5ba1c1bf4bf0912b5125c16c5eb69d8a

2. 若复数 𝑧 = 2i + 1
1 + i ，则 |𝑧2| =（ ）

A.
√5
2 B. √10 C. 5

2 D. 10

3e24219291b80989dc1a70cbe9d68d88

3. 已知各项均为正数的等比数列 {𝑎𝑛}的前 𝑛项和为 𝑆𝑛，若 𝑎1 = 1，𝑆4 + 1 = 𝑎5，则 𝑎6 =（ ）

A. 27 B. 32 C. 64 D. 81

19050e49b29e16a0871e08dec1c7c3b1

4. 体积为 8的正方体的顶点都在同一球面上，则该球的表面积为（ ）

A. 12π B. 32
3 π C. 8π D. 4π

0e633baf9c67f02b3cd56e1bbb6b416e

5. 已知直线 𝑙与曲线 𝑦 = 𝑥2 + ln 𝑥相切，则下列直线不可能与 𝑙平行的是（ ）

A. 𝑦 = 3𝑥 − 1 B. 𝑦 = 7𝑥 + 1 C. 𝑦 = √2𝑥 − 1 D. 𝑦 = 2√2𝑥 + 1

e7ca162abe06aaa42038262e1fb89d0b

6. 函数 𝑓 (𝑥) = 𝑥 + ln |𝑥|的图象大致是（ ）
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ffcdec1edcebc6d5e508dd017c285410

7. 下图是国家统计局发布的生产资料出厂价格涨跌幅以及生活资料出厂价格涨跌幅的统计图．现有

如下说法：

① 2020年下半年生产资料的出厂价格的环比涨幅呈现上升趋势．
②可以预测，在市场平稳的前提下，2021年 2月生活资料出厂价格的环比可能为正数．
③从 2020年 1月 ∼12月生活资料出厂价格同比的数据中随机抽取 3个，恰有 2个是正数的概率为
𝑃 = 28

55．
④将 2020年 1月 ∼2021年 1月生产资料出厂价格的环比涨跌幅从小到大排列后，所得的中位数为
0.2%．
则正确的有（ ）

A. ①③④ B. ②③ C. ②③④ D. ②④

36b3158d02bfd509d8346d14a8eaef90

8. 已知 𝑎 = 0.3−log0.3 e，𝑏 = log3 2，𝑐 = log30 20，则（ ）

A. 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 B. 𝑎 < 𝑐 < 𝑏 C. 𝑏 < 𝑐 < 𝑎 D. 𝑏 < 𝑎 < 𝑐

891e6c6d22eb65fca17f5f6b421bf4ed

9. 关于函数 𝑓 (𝑥) = | sin 2𝑥| + | cos 2𝑥|，下列结论正确的是（ ）

A. 𝑓 (𝑥)的最小正周期为 π
2 B. 𝑓 (𝑥)的最大值为 2

C. 𝑓 (𝑥)在 [0, π4]上单调递减 D. 𝑥 = π
8 是 𝑓 (𝑥)的一条对称轴

4eb04e4aa463e5e7ea07872f3c5fd626
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10. 已知偶函数 𝑓 (𝑥)的定义域为 R，导函数为 𝑓 ′(𝑥)，若对任意 𝑥∈R都有 2𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑥) > 𝑥2恒成立，则

下列结论正确的是（ ）

A. 4𝑓 (−2) < 𝑓 (−1) B. 25𝑓 (5) > 𝑓 (1) C. 25𝑓 (5) < 𝑓 (−1) D. 𝑓 (0) < 0

7e97232f4384add32048286ba8fe2f08

11. 已知双曲线 𝐶：𝑥2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1（𝑎 > 0，𝑏 > 0）的左、右焦点分别是 𝐹1、𝐹2，点 𝐴在双曲线上，𝐴𝐹2⊥𝑥
轴，若点 𝐵(2𝑐, 0) 使得 ∠𝐹1𝐴𝐵 是钝角，其中 𝑐 是双曲线 𝐶 的半焦距，则 𝐶 的离心率的取值范围
是（ ）

A. (1,
√2 + √6

2 ) B. (
√2 + √6

2 , +∞) C. (1,
√2 + 2

2 ) D. (
√2 + 2

2 , +∞)

2717b8742b44af78ceea3496dc30f276

12. 已知各项均为正数的数列 {𝑎𝑛}的前 𝑛项和为 𝑆𝑛，且 𝑎1 = 1，𝑎𝑛+1(𝑎𝑛+1 − 1) = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 + 1)．若 [𝑥]表

示不超过 𝑥的最大整数，𝑏𝑛 = [(𝑛 + 1)2

2𝑆𝑛
]，则数列 {𝑏𝑛}的前 2021项和 𝑇2021 =（ ）

A. 1010 B. 1011 C. 2021 D. 2022

⼆、填空题。（共20分）
本大题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。将正确的答案填在相应的横线上。

0beb1e5b1ebd69ecb88ccce5c6ad6ecc

13. 若 tan 𝛼 = 3，则 tan(𝛼 + π
4) = ．

df433f80794664effc0c1ce0f3bb474b

14. 已知向量 ⃗⃗ ⃗⃗𝑎 = (1, −2)，⃗⃗ ⃗⃗𝑏 = (2, 3)，若 (𝑘⃗⃗⃗⃗𝑎 − ⃗⃗⃗⃗𝑏⃗)⊥⃗⃗ ⃗⃗𝑎，则实数 𝑘 = ．

2647954548d8bd781c126dab7695ee57

15. (𝑥2 + 2)(𝑥 − 1
𝑥 )6 的展开式中常数项为 ．

3c7586260788c97e06a371673b4f5974

16. 已知抛物线 𝐶：𝑦2 = 16𝑥的焦点为 𝐹，点 𝐴(−4, 0)，点 𝑃是抛物线 𝐶 上的动点，则 |𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| 的最小值

为 ．

三、计算题。（共80分）
本大题共 7 小题，其中 17-21 是必做题，每小题 12 分，22-23 是选做题，每小题 10 分。根据题目

要求，写出文字说明、证明过程或演算步骤。请在 22,23 两题中任选一题作答。如果多选，则按所做的

第一题计分。
feaadd1cf024a7d2cd6a5516fc27478e
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17. 在△𝐴𝐵𝐶中，内角 𝐴、𝐵、𝐶所对的边分别为 𝑎、𝑏、𝑐，且 (sin 𝐵+sin 𝐶)2 = sin2(𝐵+𝐶)+3 sin 𝐵 sin 𝐶，
𝑎 = √6．
（1）求 𝐴的值．
（2）求△𝐴𝐵𝐶 的周长的最大值．

5486c829621715c00d7e8d22682fe0f7

18. 如图，在四棱锥 𝑆 − 𝐴𝐵𝐶𝐷中，四边形 𝐴𝐵𝐶𝐷是菱形，∠𝐶𝐴𝐷 = 60°，∠𝑆𝐵𝐴 = 45°，𝑆𝐵 = 𝑆𝐶 = 𝑆𝐷．
（1）求证：𝑆𝐴⊥𝐵𝐷．
（2）设 𝐸 是线段 𝑆𝐵的中点，求二面角 𝑆 − 𝐴𝐶 − 𝐸 的余弦值．
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8eb833612303a8b76efb18d5595b14e9

19. 学期结束时，学校对食堂进行评测，测评方式：从全校学生中随机抽取 100人给食堂打分，打分在
60以下视为“不满意”，在 60∼80视为“基本满意”，在 80分及以上视为“非常满意”．现将他们
给食堂打分的分数分组：[20, 30)、[30, 40)、[40, 50)、[50, 60)、[60, 70)、[70, 80)、[80, 90]，得到
如下频率分布直方图．

（1）求这 100人中“不满意”的人数并估计食堂得分的中位数．
（2）若按满意度采用分层抽样的方法，从这 100 名学生中抽取 15人，再从这 15人中随机抽取 3
人，记这 3人中对食堂“非常满意”的人数为 𝑋．
（i）求 𝑋 的分布列．
（ii）若抽取的 3人中对食堂“非常满意”的同学将获得食堂赠送的 200元现金，其他同学将获得
100元现金，请估计这 3人将获得的现金总额．
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108480f114d2c8bc0d2ca13c361ade6f

20. 已知椭圆 𝐶：𝑥2

𝑎2 + 𝑦2

𝑏2 = 1（𝑎 > 𝑏 > 0）的右顶点 𝑁，长轴长为 4√2，𝑃为椭圆上一点，𝑂为坐标原

点，且△𝑂𝑃𝑁 重心的横坐标为 √2，△𝑂𝑃𝑁 的面积为 √6．
（1）求椭圆 𝐶 的方程．
（2）直线 𝑙与椭圆 𝐶 交于 𝐴、𝐵两点，以 𝑂𝐴、𝑂𝐵为邻边作平行四边形 𝑂𝐴𝑀𝐵，且 𝑘𝑂𝐴⋅𝑘𝑂𝐵 = −1

2，
试判断 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 是否为定值？若是，求出定值；若不是，请说明理由．
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9721df4e9acd989ad0a08ea4495247fa

21. 已知函数 𝑓 (𝑥) = e𝑥 + sin 𝑥 − 1．
（1）判断函数 𝑓 (𝑥)在 [−π, π2]上的零点个数，并说明理由．
（2）当 𝑥∈[0, +∞)时，𝑓 (𝑥) + 𝑚𝑥 ⩾ 0，求实数 𝑚的取值范围．
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39470d1f0604f39ab08a6306139fee37

22. 在平面直角坐标系 𝑥𝑂𝑦中，直线 𝑙的参数方程为
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑡
𝑦 = √3𝑡

�（𝑡 为参数）．以原点为极点，𝑥轴的非

负半轴为极轴建立极坐标系，曲线 𝐶的极坐标方程为 𝜌(1 − cos 𝜃) = 2，𝐴(2, π6)．
（1）求曲线 𝐶 的直角坐标方程以及直线 𝑙的普通方程．
（2）若直线 𝑙与曲线 𝐶交于 𝑀、𝑁 两点，求△𝐴𝑀𝑁 的面积．

63d7ac71405a125ed01e7e1f30b7a068

23. 已知函数 𝑓 (𝑥) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2|的最大值为 𝑡．
（1）求 𝑡的值．
（2）设 𝑎、𝑏、𝑐均为正实数，且满足 2𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 3𝑡，求证：𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑡．
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参考答案与解析

⼀、选择题
fbe5fa4a572e8c0edd2b492d703a9224

1. 【答案】C
【解析】本题主要考查集合之间的关系．
由集合的定义可得 𝐴∩𝐵 = {1}，则 {1} ∪𝐶 = {0, 1, 2, 4}．
故本题正确答案为 C．

ca1da6bd5a2c0e93fa04f2561b2601fd

2. 【答案】C
【解析】本题主要考查复数的四则运算．

由题意 𝑧2 = (2i + 1)2

(1 + i)2 = −3 + 4i
2i = 2 + 3

2i，

所以 |𝑧2| = √22 + (3
2)2 = 5

2．

故本题正确答案为 C．

81314f0955e0255bffe7e15efcb6f841

3. 【答案】B
【解析】本题主要考查等比数列．
设各项均为正数的等比数列的公比为 𝑞（𝑞 > 0），
若 𝑞 = 1，则 𝑆4 + 1 = 4𝑎1 + 1 = 5 ≠ 𝑎5，不符合题意，

所以 𝑞 ≠ 1，
所以 𝑆4 = 𝑎1(1 − 𝑞4)

1 − 𝑞 = 𝑎5 − 1 = 𝑎1𝑞4 − 1，

所以
1 − 𝑞4

1 − 𝑞 = 𝑞4 − 1，
所以 1 − 𝑞 = −1，
所以 𝑞 = 2，
所以 𝑎6 = 𝑎1𝑞5 = 25 = 32．
故本题正确答案为 B．

17a454116efbb4539a75afe36bcc86e7

4. 【答案】A
【解析】本题主要考查空间几何体．
如图所示，正方形的顶点都在同一球面上，𝑂为球心，𝐴𝐵为直径，
设正方体的边长为 𝑎，则 𝑎3 = 8，解得 𝑎 = 2，
设球的半径为 𝑅，由勾股定理得 (2𝑅)2 = 𝑎2 + (√2𝑎)2 = 3𝑎2 = 12，所以 𝑆 = 4π𝑅2 = 12π．

答案解析 第1⻚（共15⻚）
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故本题正确答案为 A．

79d587a615a8f214978558a764777005

5. 【答案】C
【解析】本题主要考查导数的概念及其几何意义、导数的计算以及均值不等式．
令 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + ln 𝑥，𝑥 > 0，
所以 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥 + 1

𝑥 ⩾ 2√2，

所以曲线 𝑦 = 𝑥2 + ln 𝑥的切线的斜率 𝑘 ⩾ 2√2，
所以 A、B、C、D四个选项中只有 C项不可能与切线 𝑙平行．
故本题正确答案为 C．

b0616a26b793b9f6dc52d59750589eea

6. 【答案】D
【解析】本题主要考查函数的概念与性质．
因为 𝑓 (𝑥) = 𝑥 + ln |𝑥|，𝑓 (−𝑥) = −𝑥 + ln |𝑥|，
所以 𝑓 (𝑥) ≠ 𝑓 (−𝑥)，𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−𝑥) ≠ 0，
所以函数 𝑓 (𝑥)既不是偶函数，也不是奇函数，
所以函数 𝑓 (𝑥)的图象不关于 𝑦轴对称，也不关于坐标原点对称，
所以排除 A项，C项．
当 𝑥 > 0时，𝑓 (𝑥) = 𝑥 + ln 𝑥单调递增，
所以排除 B项．
故本题正确答案为 D．

17df19b7536bfb0b129c67d1b946ef60

7. 【答案】C
【解析】本题主要考查事件与概率和随机抽样．
①项，根据图（1）可知，2020年下半年生产资料出厂价格环比涨幅先下降再上升．
故①项错误．
②项，根据图（2）可知，生活资料出厂价格的环比涨跌幅后一个月与前一个月的差价介于−0.2%∼0.4%
之间，

因为 2021年 1月环比的涨幅为 0.2%，
所以可以预测在市场平稳的前提下，2021年 2月生活资料出厂价格的环比可能为整数．
故②项正确．
③项，2020年 1月 ∼12月的生活资料出厂价格同比数据中，正数有 8个，负数有 4个，

答案解析 第2⻚（共15⻚）
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所以从中随机抽取 3个，恰有 2个是正数的概率为 𝑃 = 𝐶 2
8𝐶 1

4

𝐶 3
12

= 28
55．

故③项正确．
④项，根据中位数的定义可知，2020年 1月 ∼2021年 1月生产资料出厂价格的环比涨跌幅的中位
数为 0.2%．
故④项正确．
所以正确的说法有②③④．
故本题正确答案为 C．

71a1770571b1204895feff4ccae3e9de

8. 【答案】A
【解析】本题主要考查对数与对数函数．

由题意 𝑎 = 0.3−log0.3 e = 0.3
log0.3

1
e = 1

e，𝑏 = log3 2 > log3
√3 = 1

2，

所以 𝑎 = 1
e < 1

2 < 𝑏，
因为 𝑐 − 𝑏 = log30 20 − log3 2
= lg 20

lg 30 − lg 2
lg 3

= 1 + lg 2
1 + lg 3 − lg 2

lg 3
= (1 + lg 2) lg 3 − (1 + lg 3) lg 2

(1 + lg 3) lg 3
= lg 3 − lg 2

(1 + lg 3) lg 3
> 0，
所以 𝑐 > 𝑏，
所以 𝑎 < 𝑏 < 𝑐．
故本题正确答案为 A．

bcd2730dfea1cf31ca07a5558250a4c0

9. 【答案】D
【解析】本题主要考查三角函数．

A项，因为 𝑓 (𝑥 + π
4) = | sin(2𝑥 + π

2)| + | cos(2𝑥 + π
2)|

= | cos 2𝑥| + | sin 2𝑥|
= 𝑓 (𝑥)，
所以 𝑓 (𝑥)的最小正周期不为 π

2．
故 A项结论错误．
B项，因为 | sin 2𝑥| ⩽ 1，| cos 2𝑥| ⩽ 1，
所以 𝑓 (𝑥) = | sin 2𝑥| + | cos 2𝑥| ⩽ 2，
其中当且仅当 | sin 2𝑥| = 1，| cos 2𝑥| = 1时可取等号，
但是此时 | sin 2𝑥|2 + | cos 2𝑥|2 = 2，显然不成立．

答案解析 第3⻚（共15⻚）
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所以 𝑓 (𝑥) < 2．
故 B项结论错误．

C项，当 𝑥∈[0, π4]时，2𝑥∈[0, π2]，

所以当 𝑥∈[0, π4]时，𝑓 (𝑥) = sin 2𝑥 + cos 2𝑥 = √2 sin(2𝑥 + π
4)，

当 𝑥∈[0, π4]时，2𝑥 + π
4∈[π4, 3π

4 ]，

所以函数 𝑓 (𝑥)在 [0, π4]不单调．
故 C项结论错误．

D项，因为 𝑓 (π8 + 𝑥) = | sin(2𝑥 + π
4)| + | cos(2𝑥 + π

4)|，

𝑓 (π8 − 𝑥) = | sin(π4 − 2𝑥)| + | cos(π4 − 2𝑥)| = | cos(2𝑥 + π
4)| + | sin(2𝑥 + π

4)|，

所以 𝑓 (π8 + 𝑥) = 𝑓 (π8 − 𝑥)．

所以函数 𝑓 (𝑥)的一条对称轴为直线 𝑥 = π
8．

故 D项结论正确．
故本题正确答案为 D．

9b734e5c242a361a8cd7d959d8e5977d

10. 【答案】B
【解析】本题主要考查导数的计算和导数在研究函数中的应用．
令 𝑔(𝑥) = 𝑥2𝑓 (𝑥)，则 𝑔′(𝑥) = 2𝑥𝑓 (𝑥) + 𝑥2𝑓 ′(𝑥)，
因为 𝑔(−𝑥) = (−𝑥)2𝑓 (−𝑥) = 𝑥2𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)，且函数 𝑔(𝑥)的定义域为 R，
所以函数 𝑔(𝑥)是偶函数．
因为当 𝑥 > 0时，𝑔′(𝑥) = 𝑥[2𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑥)] > 0；当 𝑥 < 0时，𝑔′(𝑥) = 𝑥[2𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑥)] < 0
所以函数 𝑔(𝑥)在 (−∞, 0)上单调递减，在 (0, +∞)上单调递增．
A项，因为函数 𝑔(𝑥)在 (−∞, 0)上单调递减，
所以 𝑔(−2) > 𝑔(−1)，
所以 4𝑓 (−2) > 𝑓 (−1)．
故 A项错误．
B项，因为函数 𝑔(𝑥)在 (0, +∞)上单调递增，
所以 𝑔(5) > 𝑔(1)，
所以 25𝑓 (5) > 𝑓 (1)．
故 B项正确．
C项，因为函数 𝑓 (𝑥)是偶函数，
所以 𝑓 (−1) = 𝑓 (1)，
所以 25𝑓 (5) > 𝑓 (1) = 𝑓 (−1)．
故 C项错误．
D项，因为 2𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑥) > 𝑥2，

所以 2𝑓 (0) > 0，
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所以 𝑓 (0) > 0．
故 D项错误．
故本题正确答案为 B．

8ebb33c8764913099fb170ed002a98a8

11. 【答案】A
【解析】本题主要考查圆锥曲线和平面向量的应用．

令 𝑥 = 𝑐，得到 𝑐2

𝑎2 − 𝑦2

𝑏2 = 1，

所以 𝑦 = ±𝑏2

𝑎 ，

不妨设点 𝐴在第一象限，即 𝐴(𝑐, 𝑏2

𝑎 )，

所以 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐹1 = (−2𝑐, −𝑏2

𝑎 )，⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = (𝑐, −𝑏2

𝑎 )，
因为 ∠𝐹1𝐴𝐵是钝角，
所以 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐹1⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵 = −2𝑐2 + 𝑏4

𝑎2 < 0，
所以 𝑏4 < 2𝑎2𝑐2，

所以 𝑐2 − 𝑎2 = 𝑏2 < √2𝑎𝑐，
所以 𝑒2 − √2𝑒 − 1 < 0，

所以
√2 − √6

2 < 𝑒 <
√2 + √6

2 ，

因为 𝑒 > 1，

所以 1 < 𝑒 <
√2 + √6

2 ，

即 𝐶的离心率的取值范围是 (1,
√2 + √6

2 )．
故本题正确答案为 A．

1572a90171287c02d81fdfa9932454ed

12. 【答案】D
【解析】本题主要考查数列的递推与通项和等差数列．
因为 𝑎𝑛+1(𝑎𝑛+1 − 1) = 𝑎𝑛(𝑎𝑛 + 1)，
所以 𝑎2

𝑛+1 − 𝑎2
𝑛 − (𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1) = 0，

所以 (𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1)(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 − 1) = 0，
因为数列 {𝑎𝑛}各项均为正数，
所以 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 1，
所以数列 {𝑎𝑛}是首项为 𝑎1 = 1，公差为 1的等差数列，
所以 𝑎𝑛 = 𝑛，
所以 𝑆𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)

2 ，

所以 𝑏𝑛 = [(𝑛 + 1)2

2𝑆𝑛
] = [1 + 1

𝑛] = { 2, (𝑛 = 1)
1, (𝑛 > 1)

�，
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所以 𝑇2021 = 2 + 1 + 1 + ⋯ + 1
= 2 + (2021 − 1) × 1
= 2022．
故本题正确答案为 D．

⼆、填空题
5fbc8d96582e42d3e20f3508991ea912

13. 【答案】−2
【解析】若 tan 𝛼 = 3，

则 tan(𝛼 + π
4) =

tan 𝛼 + tan π
4

1 − tan 𝛼 tan π
4

= 3 + 1
1 − 3 × 1 = −2．

故本题正确答案为：−2．

fb4627d61b2198c801ef9062739f5439

14. 【答案】−4
5

【解析】本题主要考查平面向量的线性运算和平面向量的数量积．
由题意 𝑘⃗⃗⃗⃗𝑎 − ⃗⃗⃗⃗𝑏⃗ = (𝑘 − 2, −2𝑘 − 3)，
因为 (𝑘⃗⃗⃗⃗𝑎 − ⃗⃗⃗⃗𝑏)⊥⃗⃗ ⃗⃗𝑎，
所以 (𝑘⃗⃗⃗⃗𝑎 − ⃗⃗⃗⃗𝑏)⋅⃗⃗ ⃗⃗𝑎 = 𝑘 − 2 − 2(−2𝑘 − 3) = 0，
所以 𝑘 = −4

5．

故本题正确答案为 −4
5．

bd27e51d49b7ce3f9cb02b4f3d167a3b

15. 【答案】−25
【解析】本题主要考查二项式定理．
因为 (𝑥2 + 2)中含有 𝑥2 项和常数项，

所以只要找到 (𝑥 − 1
𝑥 )6 中常数项和含 𝑥−2 项的系数即可．

因为 (𝑥 − 1
𝑥 )6 展开式的通项为 𝑃𝑟+1 = (−1)𝑟𝐶 𝑟

6𝑥6−2𝑟，

所以 (𝑥 − 1
𝑥 )6 展开式的常数项为 (−1)3𝐶 3

6 = −20，(𝑥 − 1
𝑥 )6 展开式含 𝑥−2 项的系数为 (−1)4𝐶 4

6 = 15．

所以 (𝑥2 + 2)(𝑥 − 1
𝑥 )6 的展开式中的常数项是 1 × 15 + 2 × (−20) = −25．

故本题正确答案为 −25．

fddec994fe120ba1f09377aef5e15f53

16. 【答案】√2
2

【解析】本题主要考查圆锥曲线和直线与圆锥曲线．
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【法一】

如图，过点 𝑃作 𝑃𝑄⊥准线 𝑥 = −4于点 𝑄，
所以

|𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| = |𝑃𝑄|

|𝑃𝐴| = sin∠𝑃𝐴𝑄，
注意到当直线 𝐴𝑃与抛物线 𝐶相切时 ∠𝑃𝐴𝑄最小，sin∠𝑃𝐴𝑄也最小，
设直线 𝑃𝐴的方程为 𝑦 = 𝑘(𝑥 + 4)，

联立
⎧{
⎨{⎩

𝑦2 = 16𝑥
𝑦 = 𝑘(𝑥 + 4)

�得到 𝑘2𝑥2 + (8𝑘 2 − 16)𝑥 + 16𝑘 2 = 0，

所以 Δ = (8𝑘 2 − 16)2 − 64𝑘 4 = 0，
所以 𝑘2 = 1，
所以 𝑘 = ±1，
所以 ∠𝑃𝐴𝐹 = 45°，
所以 ∠𝑃𝐴𝑄 = 90° − ∠𝑃𝐴𝐹 = 45°，

此时 sin∠𝑃𝐴𝑄 =
√2
2 ，

所以 (|𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| )min

=
√2
2 ．

故本题正确答案为
√2
2 ．

【法二】

设 𝑃(𝑥0, 𝑦0)，由抛物线的定义与两点之间的距离公式可得：
|𝑃𝐹| = 𝑥0 + 4，|𝑃𝐴| = √(𝑥0 + 4)2 + 𝑦0

2 = √(𝑥0 + 4)2 + 16𝑥0，
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故
|𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| = 𝑥0 + 4

√(𝑥0 + 4)2 + 16𝑥0

= √ (𝑥0 + 4)2

(𝑥0 + 4)2 + 16𝑥0

= 1

√1 + 16𝑥0

(𝑥0 + 4)2

，

由均值不等式：(𝑥0 + 4)2 ⩾ (2√4𝑥0)
2

= 16𝑥0，因此 0 < 16𝑥0

(𝑥0 + 4)2 ⩽ 1，

故
|𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| ⩾

√2
2 ，所以

|𝑃𝐹|
|𝑃𝐴| 的最小值为

√2
2 ．

三、计算题
ca74b2720a8c6bd06c3383a49673af3d

17. 【答案】（1）因为 (sin 𝐵 + sin 𝐶)2 = sin2(𝐵 + 𝐶) + 3 sin 𝐵 sin 𝐶，
所以 sin2 𝐵 + sin2 𝐶 = sin2 𝐴 + sin 𝐵 sin 𝐶， ......1分
所以由正弦定理可得 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏𝑐， ......3分

所以 cos 𝐴 = 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐 = 1
2， ......4分

因为 𝐴∈(0, π)，
所以 𝐴 = π

3． ......6分

（2）由正弦定理可得 𝑏
sin 𝐵 = 𝑐

sin 𝐶 = 𝑎
sin 𝐴 = 2√2，

所以 𝑏 = 2√2 sin 𝐵，𝑐 = 2√2 sin 𝐶， ......8分
所以 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2√2 sin 𝐵 + 2√2 sin 𝐶 + √6
= 2√2 sin 𝐵 + 2√2 sin(2π

3 − 𝐵) + √6

= 2√2 sin 𝐵 + 2√2[
√3
2 cos 𝐵 − (−1

2) sin 𝐵] + √6

= 3√2 sin 𝐵 + √6 cos 𝐵 + √6
= 2√6 sin(𝐵 + π

6) + √6， ......10分

因为 𝐵∈(0, 2π
3 )，

所以 𝐵 + π
6∈(π6, 5π

6 )，

所以当 𝐵 + π
6 = π

2，即 𝐵 = π
3 时，(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)max = 3√6，

所以△𝐴𝐵𝐶 的周长的最大值为 3√6． ......12分
【解析】本题主要考查三角函数、正弦定理与余弦定理以及两角和与差公式．

（1）根据题干的等式以及正弦定理得到 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏𝑐，从而可以根据余弦定理得到 cos 𝐴 = 1
2，

结合 𝐴∈(0, π)，即可得到 𝐴 = π
3．

（2）根据正弦定理得到 𝑏 = 2√2 sin 𝐵，𝑐 = 2√2 sin 𝐶，从而可以根据两角和与差公式以及辅助角公
式化简得到 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2√6 sin(𝐵 + π

6) + √6，结合 𝐵∈(0, 2π
3 )即可求出△𝐴𝐵𝐶 的周长的最大值．

4021530c57b947ebf33bb235bdc38c23
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18. 【答案】（1）
【法一】

如图，取 𝐵𝐶 的中点 𝑀，连接 𝐴𝑀、𝑆𝑀，
在菱形 𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐶平分 ∠𝐵𝐴𝐷，𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，
所以 ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐶𝐴𝐷 = 60°，
所以△𝐴𝐵𝐶 是等边三角形，
因为点 𝑀 是 𝐵𝐶 的中点，
所以 𝐵𝐶⊥𝐴𝑀， ......2分
因为 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶，点 𝑀 是 𝐵𝐶 的中点，
所以 𝐵𝐶⊥𝑆𝑀， ......3分
因为 𝐴𝑀∩𝑆𝑀 = 𝑀，𝐴𝑀、𝑆𝑀⊂平面 𝑆𝐴𝑀，
所以 𝐵𝐶⊥平面 𝑆𝐴𝑀，
因为 𝑆𝐴⊂平面 𝑆𝐴𝑀，
所以 𝑆𝐴⊥𝐵𝐶，
同理可得 𝑆𝐴⊥𝐶𝐷， ......4分
因为 𝐵𝐶∩𝐶𝐷 = 𝐶，𝐵𝐶、𝐶𝐷⊂平面 𝐴𝐵𝐶𝐷，
所以 𝑆𝐴⊥平面 𝐴𝐵𝐶𝐷，
因为 𝐵𝐷⊂平面 𝐴𝐵𝐶𝐷，
所以 𝑆𝐴⊥𝐵𝐷． ......6分
【法二】

设 𝑆在底面 𝐴𝐵𝐶𝐷的投影为点 𝑅，故有 𝑅𝐵 = 𝑅𝐶 = 𝑅𝐷，因此 𝑅是△𝐵𝐶𝐷外接圆的圆心，
又 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷，故 𝑅与 𝐴重合，因此 𝑆𝐴⊥平面 𝐴𝐵𝐶𝐷，从而 𝑆𝐴⊥𝐵𝐷，证毕．
（2）如图，取 𝐶𝐷的中点 𝐹，连接 𝐴𝐹，
仿照（1）中的证明可得 ∠𝐶𝐴𝐹 = 30°，
所以 ∠𝐵𝐴𝐹 = 90°，
所以 𝐴𝐹、𝐴𝐵、𝐴𝑆两两互相垂直， ......8分
如图，以点 𝐴为坐标原点，𝐴𝐹、𝐴𝐵、𝐴𝑆所在的直线为 𝑥、𝑦、𝑧轴，建立空间直角坐标系，
不妨设 𝐴𝐵 = 2，
所以 𝐴(0, 0, 0)，𝐵(0, 2, 0)，𝐶(√3, 1, 0)，𝐷(√3, −1, 0)，𝐸(0, 1, 1)，𝑆(0, 0, 2)，
所以 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶 = (√3, 1, 0)，⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑆 = (0, 0, 2)，⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐸 = (0, 1, 1)， ......9分
设平面 𝑆𝐴𝐶 的法向量为 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)，

所以
⎧{
⎨{⎩

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1 = 0
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝑆⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1 = 0

�，即
⎧{
⎨{⎩

√3𝑥1 + 𝑦1 = 0
2𝑧1 = 0

�，

令 𝑥1 = 1得到
⎧{{
⎨{{⎩

𝑥1 = 1
𝑦1 = −√3
𝑧1 = 0

�，

所以 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1 = (1, −√3, 0)， ......10分
设平面 𝐴𝐸𝐶 的法向量为 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2 = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)，

所以
⎧{
⎨{⎩

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐶⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2 = 0
⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐸⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2 = 0

�，即
⎧{
⎨{⎩

√3𝑥2 + 𝑦2 = 0
𝑦2 + 𝑧2 = 0

�，
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令 𝑥2 = 1得到
⎧{{
⎨{{⎩

𝑥2 = 1
𝑦2 = −√3
𝑧2 = √3

�，

所以 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2 = (1, −√3, √3)， ......11分

设二面角 𝑆 − 𝐴𝐶 − 𝐸 的大小为 𝜃，由图形可知 𝜃∈(0, π2)，
所以 cos 𝜃 = | cos⟨⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1, ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2⟩|

= |⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1⋅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2|
|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛1||⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑛2|

= 4
√12 + (−√3)2 × √12 + (−√3)2 + (√3)2

= 2√7
7 ，

所以二面角 𝑆 − 𝐴𝐶 − 𝐸 的余弦值为 2√7
7 ． ......12分

【解析】本题主要考查点、直线、平面的位置关系和空间向量的应用．
（1）取 𝐵𝐶的中点𝑀，连接 𝐴𝑀、𝑆𝑀，根据等腰三角形的性质得到 𝐵𝐶⊥𝐴𝑀、𝐵𝐶⊥𝑆𝑀，从而可以
证明出 𝐵𝐶⊥平面 𝑆𝐴𝑀，得到 𝑆𝐴⊥𝐵𝐶．同理可以得到 𝑆𝐴⊥𝐶𝐷，从而可以得到 𝑆𝐴⊥平面 𝐴𝐵𝐶𝐷，进
而得到 𝑆𝐴⊥𝐵𝐷．
（2）取 𝐶𝐷的中点 𝐹，连接 𝐴𝐹，判断出 𝐴𝐹、𝐴𝐵、𝐴𝑆两两互相垂直，从而可以建立如图所示的空
间直角坐标系，写出相关点和向量的坐标，求出平面 𝑆𝐴𝐶、平面 𝐴𝐸𝐶的法向量，进而可以求出二
面角 𝑆 − 𝐴𝐶 − 𝐸 的余弦值．

c397158b3311994363ac7715a9bc5e22

19. 【答案】（1）这 100人中“不满意”的人数为 100 × [1 − (0.02 + 0.04 + 0.02) × 10] = 20， ......2分
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因为分数在 [70, 90]的频率为 0.6，在 [80, 90]的频率为 0.2，
所以中位数在区间 [70, 80)，
所以食堂得分的中位数为 80 − 0.8 − 0.5

0.4 × 10 = 72.5（分）． ......4分

（2）（i）由分层抽样的定义可知，抽取的“不满意”与“基本满意”的学生人数为 15×(1−0.2) = 12
人，“非常满意”的学生人数为 15 × 0.2 = 3， ......5分
所以随机变量 𝑋 的取值为 0、1、2、3，
所以 𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶 3

12

𝐶 3
15

= 44
91，𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶 2

12𝐶 1
3

𝐶 3
15

= 198
455，𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶 1

12𝐶 2
3

𝐶 3
15

= 36
455，𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶 3
3

𝐶 3
15

= 1
455， ......7分

所以随机变量 𝑋 的分布列为：

......8分

（ii）由（i）得到 𝐸(𝑋) = 0 × 44
91 + 1 × 198

455 + 2 × 36
455 + 3 × 1

455 = 3
5， ......9分

因为 3人获得的现金总额为 𝑌 = 200𝑋 + 100(3 − 𝑋) = 100𝑋 + 300， ......10分
所以 𝐸(𝑌) = 100𝐸(𝑋) + 300 = 360（元），
即估计这 3人将获得的现金总额为 360元． ......12分
【解析】本题主要考查随机抽样和随机变量及其分布．
（1）求出“不满意”的频率，即可求出这 100人中“不满意”的人数．根据中位数的定义可以直接
求出食堂得分的中位数．

（2）（i）根据分层抽样的定义可以求出抽取的“不满意”与“基本满意”的学生人数和“非常满意”
的学生人数．从而可以判断出随机变量 𝑋 的取值以及对应的概率，并写出其分布列．
（ii）首先求出随机变量 𝑋 的数学期望，再根据题意得到 𝑌 = 100𝑋 + 300，然后可以求出 𝐸(𝑌)，即
这 3人将获得的现金总额．

9f3e827d81982e49a12ef9209ee6d030

20. 【答案】（1）由题意 2𝑎 = 4√2，即 𝑎 = 2√2， ......1分
设 𝑃(𝑥0, 𝑦0)，

所以
0 + 2√2 + 𝑥0

3 = √2，即 𝑥0 = √2， ......2分

因为 𝑆△𝑂𝑃𝑁 = 1
2 × 2√2|𝑦0| = √6，

所以 |𝑦0| = √3，
所以

𝑥2
0

𝑎2 + 𝑦2
0

𝑏2 = 1，

所以
1
4 + 3

𝑏2 = 1，
所以 𝑏2 = 4， ......3分

所以椭圆 𝐶的方程为 𝑥2

8 + 𝑦2

4 = 1． ......4分

（2）
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【法一】

设 𝐴(𝑥1, 𝑦1)，𝐵(𝑥2, 𝑦2)，

由余弦定理可得
⎧{
⎨{⎩

|𝑂𝑀|2 = |𝑂𝐴2| + |𝐴𝑀|2 − 2|𝑂𝐴|⋅|𝐴𝑀|⋅ cos∠𝑂𝐴𝑀
|𝐴𝐵|2 = |𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2 − 2|𝑂𝐴|⋅|𝑂𝐵|⋅ cos∠𝐴𝑂𝐵

�，

因为四边形 𝑂𝐴𝑀𝐵是平行四边形，
所以 ∠𝑂𝐴𝑀 + ∠𝐴𝑂𝐵 = π，|𝐴𝑀| = |𝑂𝐵|，
所以 cos∠𝑂𝐴𝑀 + cos∠𝐴𝑂𝐵 = 0，
所以两式相加可得 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 = 2(|𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2)， ......6分

因为 𝑘𝑂𝐴⋅𝑘𝑂𝐵 = 𝑦1

𝑥1
⋅𝑦2

𝑥2
= −1

2，
所以 𝑥1𝑥2 = −2𝑦1𝑦2， ......8分
因为点 𝐴、𝐵在椭圆 𝐶上，

所以

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥2
1

8 + 𝑦2
1

4 = 1
𝑥2

2

8 + 𝑦2
2

4 = 1
�，即

⎧{
⎨{⎩

𝑥2
1 − 8 = −2𝑦2

1

𝑥2
2 − 8 = −2𝑦2

2

�，

所以两式相乘、相加得到
⎧{
⎨{⎩

(𝑥2
1 − 8)(𝑥2

2 − 8) = 4𝑦2
1𝑦2

2

(𝑥2
1 − 8) + (𝑥2

2 − 8) = −2(𝑦2
1 + 𝑦2

2)
�，

将 𝑥1𝑥2 = −2𝑦1𝑦2 代入可得
⎧{
⎨{⎩

𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 8
𝑦2

1 + 𝑦2
2 = 4

�， ......10分

所以 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 = 2(|𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2)
= 2(𝑥2

1 + 𝑥2
2 + 𝑦2

1 + 𝑦2
2)

= 24，
即 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 是定值，定值为 24． ......12分
【法二】

设 𝐴(2√2 cos 𝛼, 2 sin 𝛼)，𝐵(2√2 cos 𝛽, 2 sin 𝛽)，

𝑘𝑂𝐴⋅𝑘𝑂𝐵 = 2 sin 𝛼
2√2 cos 𝛼

⋅ 2 sin 𝛽
2√2 cos 𝛽

= sin 𝛼 sin 𝛽
2 cos 𝛼 cos 𝛽 = −1

2，

故 cos 𝛼 cos 𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽 = cos(𝛽 − 𝛼) = 0，令 𝛽 = 𝛼 + π
2，

故 𝐵点的坐标可修正为 𝐵(−2√2 sin 𝛼, 2 cos 𝛼)，
|𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 = ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑀∣

2
+ ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝐴𝐵∣

2
= ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 + ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵∣

2
+ ∣⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝐴 − ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑂𝐵∣

2
= 2(|𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2)，

2(|𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2) = 2[(8cos2𝛼 + 4sin2𝛼) + (8sin2𝛼 + 4cos2𝛼)] = 24，证毕．
【解析】本题主要考查圆锥曲线和直线与圆锥曲线．

（1）设 𝑃(𝑥0, 𝑦0)，根据题意得到 2𝑎 = 4√2、0 + 2√2 + 𝑥0

3 = √2、𝑆△𝑂𝑃𝑁 = 1
2 × 2√2|𝑦0| = √6，再根据

𝑥2
0

𝑎2 + 𝑦2
0

𝑏2 = 1即可求出椭圆 𝐶的方程．
（2）首先根据余弦定理以及平行四边形的性质得到 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 = 2(|𝑂𝐴|2 + |𝑂𝐵|2)．根据 𝑘𝑂𝐴⋅𝑘𝑂𝐵 =

−1
2得到 𝑥1𝑥2 = −2𝑦1𝑦2，根据点𝐴、𝐵在椭圆𝐶上，得到

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥2
1

8 + 𝑦2
1

4 = 1
𝑥2

2

8 + 𝑦2
2

4 = 1
�，变形整理并代入 𝑥1𝑥2 = −2𝑦1𝑦2
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中可以得到
⎧{
⎨{⎩

𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 8
𝑦2

1 + 𝑦2
2 = 4

�，从而可以计算出 |𝑂𝑀|2 + |𝐴𝐵|2 的值．

eb0709beb81c91a5debcfdc751059b9e

21. 【答案】（1）因为 𝑓 (𝑥) = e𝑥 + sin 𝑥 − 1，
所以 𝑓 ′(𝑥) = e𝑥 + cos 𝑥，
根据复合函数单调性可知 𝑓 ′(𝑥)在 [−π, −π

2)上单调递增，

因为 𝑓 ′(−π) = e−π − 1 < 0，𝑓 ′(−π
2) = e− π2 > 0，

所以 ∃𝑥0∈[−π, −π
2)，使得 𝑓 ′(𝑥0) = 0，

并且当 𝑥∈[−π, 𝑥0)时，𝑓 ′(𝑥) < 0；当 𝑥∈(𝑥0, −
π
2)时，𝑓 ′(𝑥) > 0，

所以 𝑓 (𝑥)在 [−π, 𝑥0)上单调递减，在 (𝑥0, −
π
2)上单调递增，

因为 𝑓 (−π) = e−π − 1 < 0，𝑓 (−π
2) = e− π2 − 2 < 0，

所以 𝑓 (𝑥) < 0在 [−π, −π
2)上恒成立， ......2分

因为当 𝑥∈[−π
2 , π2]时，𝑓 ′(𝑥) = e𝑥 + cos 𝑥 > 0，

所以 𝑓 (𝑥)在 [−π
2 , π2]上单调递增， ......4分

因为 𝑓 (0) = 0，
所以函数 𝑓 (𝑥)在 [−π

2 , π2]上只有一个零点．

综上所述，函数 𝑓 (𝑥)在 [−π, π2]上有 1个零点． ......5分

（2）令 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑚𝑥 = e𝑥 + sin 𝑥 + 𝑚𝑥 − 1，𝑥∈[0, +∞)，
所以 𝑔′(𝑥) = e𝑥 + cos 𝑥 + 𝑚，
注意到 𝑔(0) = 0，𝑔′(0) = 2 + 𝑚． ......6分
①当 𝑔′(0) < 0，即 𝑚 < −2时，存在 𝑥1∈(0, +∞)，使得当 𝑥∈[0, 𝑥1)时，𝑔′(𝑥) < 0，
所以函数 𝑔(𝑥)在 [0, 𝑥1)上单调递减，
所以 𝑔(𝑥1) < 𝑔(0) = 0，
此时 𝑔(𝑥) ⩾ 0在 [0, +∞)上不恒成立，不符合题意． ......8分
②当 𝑔′(0) ⩾ 0，即 𝑚 ⩾ −2时，
因为 𝑔″(𝑥) = e𝑥 − sin 𝑥 ⩾ 0在 [0, +∞)上恒成立，
所以 𝑔′(𝑥)在 [0, +∞)上单调递增，
所以 𝑔′(𝑥) ⩾ 𝑔′(0) ⩾ 0在 [0, +∞)上恒成立， ......10分
所以函数 𝑔(𝑥)在 [0, +∞)上单调递增，
所以 𝑔(𝑥) ⩾ 𝑔(0) = 0在 [0, +∞)上恒成立，符合题意．
综上所述，实数 𝑚的取值范围是 [−2, +∞)． ......12分
【解析】本题主要考查导数的计算和导数在研究函数中的应用．

（1）对函数 𝑓 (𝑥)求导得到 𝑓 ′(𝑥)，可以判断出 𝑓 ′(𝑥)在 [−π, −π
2)上单调递增，从而可以判断出 𝑓 ′(𝑥)
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的正负性，进而可以判断出 𝑓 (𝑥)在 [−π, −π
2)上的单调性，并可以判断出 𝑓 (𝑥) < 0在 [−π, −π

2)上恒

成立．再判断出 𝑓 (𝑥)在 [−π
2 , π2]上单调递增、𝑓 (0) = 0，即可判断出 𝑓 (𝑥)在 [−π

2 , π2]上只有一个零

点，从而可以得到函数 𝑓 (𝑥)在 [−π, π2]上有 1个零点．
（2）令 𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥)+𝑚𝑥，求导得到 𝑔′(𝑥)，可以发现 𝑔(0) = 0，𝑔′(0) = 2+𝑚．分 𝑔′(0) < 0、𝑔′(0) ⩾ 0
两种情况讨论．当 𝑔′(0) < 0时，可以直接证明出 𝑔(𝑥) ⩾ 0在 [0, +∞)上不恒成立，不符合题意．当
𝑔′(0) ⩾ 0时，可以发现 𝑔′(𝑥) ⩾ 𝑔′(0) ⩾ 0在 [0, +∞)上恒成立，可以得到函数 𝑔(𝑥)在 [0, +∞)上
单调递增，从而可以得到 𝑔(𝑥) ⩾ 𝑔(0) = 0在 [0, +∞)上恒成立，符合题意．综上，便求出了实数 𝑚
的取值范围．

89445a251398c25ad3b1d1cd77a7398b

22. 【答案】（1）因为曲线 𝐶 的极坐标方程为 𝜌(1 − cos 𝜃) = 2，且 𝑥 = 𝜌 cos 𝜃，
所以 𝜌 = 2 + 𝑥，
所以 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2 = (2 + 𝑥)2，

所以曲线 𝐶的直角坐标方程为 𝑦2 = 4(𝑥 + 1)， ......2分

因为直线 𝑙的参数方程为
⎧{
⎨{⎩

𝑥 = 𝑡
𝑦 = √3𝑡

�，

所以直线 𝑙的普通方程为 𝑦 = √3𝑥． ......4分

（2）联立
⎧{
⎨{⎩

𝑦2 = 4(𝑥 + 1)
𝑦 = √3𝑥

�得到 3𝑥2 − 4𝑥 − 4 = 0，

设 𝑀(𝑥1, 𝑦1)，𝑁(𝑥2, 𝑦2)，
所以 𝑥1 + 𝑥2 = 4

3，𝑥1𝑥2 = −4
3， ......6分

所以 |𝑀𝑁| = √1 + (√3)2|𝑥1 − 𝑥2|
= 2|𝑥1 − 𝑥2|
= 2√(𝑥1 + 𝑥2)2 − 4𝑥1𝑥2

= 2√(4
3)2 − 4 × (−4

3)

= 16
3 ， ......8分

因为点 𝐴(√3, 1)到直线 𝑙的距离为 𝑑 = 3 − 1
√1 + (√3)2

= 1，

所以 𝑆△𝐴𝑀𝑁 = 1
2 × 16

3 × 1 = 8
3． ......10分

【解析】本题主要考查极坐标和参数方程．
（1）根据极坐标和直角坐标、参数方程和直角坐标方程的互化规则进行互化即可．
（2）联立曲线 𝐶和直线 𝑙的方程，可以求出 |𝐴𝐵|的值，再求出点 𝐴(√3, 1)到直线 𝑙的距离，即可求
出△𝐴𝑀𝑁 的面积．

35df21e43b208a4d49a81d75434c272d
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23. 【答案】（1）因为 𝑓 (𝑥) = |𝑥 − 1| − 2|𝑥 − 2|，

所以 𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥 − 3, (𝑥 < 1)
3𝑥 − 5, (1 ⩽ 𝑥 ⩽ 2)
−𝑥 + 3, (𝑥 > 2)

�， ......2分

所以函数 𝑓 (𝑥)在 (−∞, 2)上单调递增，在 (2, +∞)上单调递减， ......3分
所以 𝑓 (𝑥)max = 𝑓 (2) = 1，
所以 𝑡 = 1． ......5分
（2）由（1）可得 2𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 3， ......6分
所以由柯西不等式可得 (2𝑎 + 𝑏 + 2𝑐)2 ⩽ (22 + 12 + 22)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)，
所以 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 1， ......8分

当且仅当
𝑎
2 = 𝑏 = 𝑐

2 时可取等号，
即 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑡． ......10分
【解析】本题主要考查求解绝对值不等式和柯西不等式．
（1）首先去掉函数 𝑓 (𝑥)中的绝对值，然后判断出函数 𝑓 (𝑥)的单调性，即可求出 𝑓 (𝑥)的最大值，即
𝑡的值．
（2）使用柯西不等式可以直接证明出 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 1，即 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ⩾ 𝑡．
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